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Introducéao
Nesse texto apresentaremos, de forma resumida, conceitos e propriedades basicas sobre

probabilidade condicional utilizados na atividade Probabilidade: Diagramas de Arvore.

Experimento aleatdrio

Um experimento aleatério € um processo que acusa variabilidade em seus resultados, isto é,
repetindo-se o experimento sob as mesmas condicbes, os resultados serao diferentes.
Contrapondo aos experimentos aleatérios, temos os experimentos deterministicos, que sao

experimentos que, repetidos sob as mesmas condi¢des, conduzem a resultados idénticos.

Espaco amostral
O espaco amostral de um experimento aleatério é o conjunto de todos os resultados possiveis

desse experimento. Vamos denotar tal conjunto pela letra grega 6mega maiusculo, Q.

Eventos aleatérios
Os subconjuntos de Q sdo chamados eventos aleatdrios; ja os elementos de Q sao chamados

eventos elementares.

Definicdo classica de probabilidade

Seja Q um espaco amostral tal que todos os eventos elementares sdo igualmente provaveis.
Se A é um evento qualquer desse espaco amostral, define-se a probabilidade de tal evento
como

#A
P(A) =22
(A =25

onde # representa “numero de elementos de”. Esta foi a primeira definicdo formal de

probabilidade, tendo sido explicitada por Girolamo Cardano (1501-1576).

Definicdo axiomatica de probabilidade
A definicdo classica associa a cada evento de Q um numero P(A), que satisfaz diversas
propriedades; mas ela se baseia em duas hipdteses que restringem seu campo de aplicagao:

(1) H& um numero finito de eventos elementares, isto é, Q é um conjunto finito. (2) Os



UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE
INSTITUTO DE MATEMATICA , ,
CONTEUDOS DIGITAIS DE MATEMATICA E ESTATISTICA

eventos elementares sdo igualmente provaveis. Em 1933, Kolmogorov (1903-1987) construiu

a teoria da probabilidade partindo de um conjunto de axiomas, apresentados a seguir, em uma
versdo mais simples.?

1) P(A)=0
2) P@)=1
3) Se AnB=g, entdao P(AUB)=P(A)+P(B)

Note que a definicdo classica satisfaz esses trés axiomas.

Propriedades da probabilidade

As seguintes propriedades sdo obtidas a partir dos axiomas acima:
1) P(@)=0

Podemos escrever Q=Qu & e aplicar os axiomas 2 e 3.
2) P(A)=1-P(A)

Podemos escrever Q=AUA e aplicar os axiomas 2 e 3.
3) P(A-B)=P(A)-P(ANnB)

Podemos escrever (veja a figura a seguir) A=(A-B)U(AnB) e aplicar o axioma 3.

dlli

4) P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)
Na figura abaixo podemos ver que AuB =B U (A-B) e o resultado segue do axioma 3 e

da propriedade anterior.

1 .. o N
Segundo o dicionario Aurélio:
Axioma

Proposigdo que se admite como verdadeira porque dela se podem deduzir as proposigdes de uma teoria ou de um
sistema logico ou matematico.
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5) Se AcB= P(A)<P(B)

Note que AcB= AnB=A=P(B-A)=P(B)-P(A)>0

Probabilidade condicional

Muitas vezes, saber que um evento B ocorreu pode nos ajudar a reavaliar a probabilidade de
ocorréncia de um evento A. Considere o lancamento de um dado equilibrado e suponha que
estejamos interessados no evento A = “face 2”. Se nao temos qualquer informacdo, sabemos
que P(A) = 1/6. Mas suponha que a seguinte informacao seja fornecida: saiu face par. Com
essa informacdo, reavaliamos a probabilidade de ocorréncia do evento A para P(A) = 1/3.
Considere a situacao ilustrada na figura a seguir: se sabemos que ocorreu o evento B, esse
evento passa a ser o novo espagco amostral. Nesse novo espaco amostral, a ocorréncia de A

equivale a ocorréncia de AnB.

Dessa forma, define-se a probabilidade condicional de A dada a ocorréncia de B como

P(ANB)

P(A|B) =
(A]B) P(B)
A divisdo por P(B) garante que a probabilidade do novo espaco amostral — B — seja igual a 1.

Obs.: Ié-se P(A| B) resumidamente como “probabilidade de A dado B”

Regra da multiplicacao
A regra da multiplicacdo trata da probabilidade da intersecao de eventos. Note que, da
definicdo de probabilidade condicional, segue o seguinte resultado:

P(AnB)=P(B)P(A|B)

Para 3 eventos temos
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P(AL N A, N A)=P(AIP(A [ AP(A | A NA)

E para o caso geral, temos o seguinte resultado:

P(A N A, A A)=P(AIPA, [ AP(A | A AA)-P(A T A N..AA)

Teorema da probabilidade total

Seja A, A,,...,A, uma colegdo de eventos de um espago amostral Q tal que

1. AnA=0 Viz]j

2 (Ja-o

Uma tal colegdo é chamada de parti¢do de Q. Veja a figura a seguir.

Seja B um evento de Q.

Podemos, entdo, expressar B com a seguinte unidao de eventos:
B=(A nB)U(A nB)uU---U(A,NB)

Como os A ‘s sdo mutuamente exclusivos, segue que os (A NB)’s também o sdo. Logo,
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P(B)=PI(A nB)U(A, NB)U--U(A, NB)]
=P(A NB)+P(A, NB)+--+P(A, NB)]

Exemplo
Em uma determinada cidade, o nimero de homens é igual ao nimero de mulheres. 5% dos
homens sdo daltonicos e 0,4% das mulheres sdo daltbnicas. Sorteia-se aleatoriamente uma
pessoa dessa cidade e verifica-se que é daltonica. Qual é a probabilidade de ter sido sorteada
uma mulher?
Solucéao
Vamos resolver esse exemplo passo a passo. A primeira coisa a observar é que o espaco
amostral é formado por todos os moradores da cidade. Os eventos de interesse sao “homem”
(H), “mulher” (M), “daltonico”, (D) e “nao daltonico” (N).
Para definir a particdo apropriada, temos que ver quais sao as probabilidades a priori
fornecidas no problema, ou seja, probabilidades dadas sem conhecimento de qualquer outro
evento. As probabilidades a priori se referem aos eventos “Homem” e “Mulher”. Veja a seguir a
representacdo dessas informacGes num diagrama de Venn e num diagrama de arvore. O
diagrama de arvore é mais apropriado, pois nos permite indicar as probabilidades.
As probabilidades dadas sdo:

e P(H)=PM)=0,5

e P(D|H) = 0,05 = P(NJH) = 0,95 (a lei do complementar vale também para a

probabilidade condicional)
e P(D|M) = 0,004 = P(N|M) = 0,996

Aplicando o teorema da multiplicagdo obtemos as probabilidades dos seguintes eventos:
¢ Homem e daltdnico: P(HND)=P(H)-P(D|H)=0,5.0,05=0,025

¢ Homem e néo dalténico: P(H~N)=P(H)-P(N|H)=0,5:0,95=0,475
e Mulher e daltonica: P(MnD)=P(M)-P(D|M)=0,5.0,004=0,002
¢ Mulher e ndo dalténica: P(M~N)=P(M)-P(N|M)=0,5.0,996 =0,498
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0,475

D 0,025

3,025 »
M 0,475

i 0,002

D o002z

0,498 M
M 0,498

Aplicando o teorema da probabilidade total temos:

P(D)=P(MAD)+P(HAD)=P(H)P(D|H)+P(M)-PD]|M)
=0,025+0,002=0,027

P(N)=P(MAN)+P(HAN)=P(H)P(N|H)+P(M)P(N | M)
-0,475+0,498=0,973=1-P(D)

Agora, vamos calcular a probabilidade pedida, P(M|D), que é uma probabilidade a posteriori,
isto €, vamos atualizar a probabilidade do evento “ser mulher” sabendo que ocorreu o evento
D (no enunciado foram dadas a probabilidade a priori P(M) e a probabildiade de “daltonico
dado que é mulher”):

P(MAD) 0,002

= -0,074
P(D) 0,027

P(M|D)=
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